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23 平均値の定理・速度 
基本問題 & 解法のポイント 
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において，条件より， 0sincos2 2 =- tttt  

すなわち ( ) 0sincos2 =- tttt  

これと 0>t より， 0sincos2 =- ttt  ・・・① 

pp nt +=
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（ nは負でない整数）は①を満たさないから， 0cos ¹t  

よって，①の両辺を tcos で割って整理することにより，
t
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オリジナルスタンダード数学演習Ⅲ受験編を解いてみた       http://toitemita.sakura.ne.jp 

4 

ttan は ppp mtm +<<
2

（mは負でない整数）において 0 から無限大へ単調増加すること， 

および，
t
2
は無限大から 0 へ向かって無限に単調に減少することから， 

2
0 1

p
<< t ， pp

2
3

2 << t  

また， 21 tt < より， 022tantan
21

21 >-=-
tt

tt  

さらに， ( )
1

11
1tantan
t

tt =+= p ， ppp
2
3

1 <+< t  

よって， ( ) 021 >-+ ttp  p<-\ 12 tt  

 

参考図 

 
 

t

s

O
2
p  p

2
3  

p  

1t  1t+p  2t  

1

2
t

 

2

2
t

 t
s 2
=  

ts tan=  



オリジナルスタンダード数学演習Ⅲ受験編を解いてみた       http://toitemita.sakura.ne.jp 

5 

B 
139 

(1) 

 ( ) ( ) ( ){ }1212 21
2
1 ---- -+=¢ xx xeexf  

 ( ) ( ) ( )12 12 -=¢¢ -- xexf x より，
2
1

>x における ( )xf ¢ の増減は次のようになる。 

 ( )
( ) ¯¢

+--¢¢

0
2
1

0

1
2
1

xf

xf

x 

 

 よって，
2
1

>x における ( )xf ¢ の最小値は 0 

 また，
2
1

>x のとき， ( ) ( ) 0
2
1

2
1 12 >÷

ø
ö

ç
è
æ -=¢- -- xexf x より， ( )

2
1

<¢ xf  

 ゆえに，
2
1

>x ならば ( )
2
10 <¢£ xf  

(2) 

ポイント 

 01lim1lim =-Û=
¥®¥®

nnnn
xx  

 
( ) ( ) ( )n

n

n cf
x

fxf
¢=

-
-

1
1

を使うには 1¹nx でなければならない。 

 ( ) 11 =f だから， 1=nx となるのは 10 =x の場合である。 

解 
【1】 10 =x のとき 

 ( ) ( ) 1101 === fxfx  ・・・① 

  1=nx とすると， ( ) ( ) 111 ===+ fxfx nn  ・・・② 

  ①，②から，数学的帰納法により， 1lim =
¥®

nn
x  

【2】 00 1,1
2
1 xx <<< のとき 

  1¹nx ， ( )xf は全実数 xについて微分可能だから，平均値の定理より， 

( ) ( ) ( )n
n

n cf
x

fxf
¢=

-
-

1
1

 ( ) ( ) ( ) ( )11 -¢=-\ nnn xcffxf  

これと ( ) ( ) 11,1 ==+ fxfx nn より， 



オリジナルスタンダード数学演習Ⅲ受験編を解いてみた       http://toitemita.sakura.ne.jp 

6 

( ) ( )111 -¢=-+ nnn xcfx  ・・・③ 

を満たす nc が 1 と nx の間に存在する。 

ここで， ( )ncf ¢ がとる値の範囲について調べると， 

  
2
1

0 >x および(1)より， ( ) 00 >¢ xf だから， ( ) ÷
ø
ö

ç
è
æ>

2
1

0 fxf  

よって， ( )
2
1

4
1

2
1

01 >
+

=÷
ø
ö

ç
è
æ>=

efxfx  ・・・③ 

kn = のとき
2
1

>kx と仮定すると， 

1+= kn のとき ( )
2
1

4
1

2
1

1 >
+

=÷
ø
ö

ç
è
æ>=+

efxfx kk  ・・・④ 

③，④から，数学的帰納法により，
2
1

>nx が成り立つ。 

したがって， ( )
2
10 <¢£ ncf  ・・・⑤ 

 これと③より， ( ) ( ) 1
2
11

2
111 01 -÷

ø
ö

ç
è
æ<<-<-¢=-+ xxxcfx

n

nnnn   

 01
2
1lim 0 =-÷
ø
ö

ç
è
æ

¥®
x

n

n
だから，はさみうちの原理により， 01lim =-

¥®
nn
x  

 すなわち 1lim =
¥®

nn
x  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



オリジナルスタンダード数学演習Ⅲ受験編を解いてみた       http://toitemita.sakura.ne.jp 

7 

140 

(1) 

 
dt
dxe

dt
dx

dx
dy

dt
dy x== より， ÷

ø
ö

ç
è
æ=

dt
dxe

dt
dxv x,

  

 これと 1=v より， 11 2 =+ xe
dt
dx  

これと 0>
dt
dx

より，
xedt

dx
21

1

+
=  ÷

÷
ø

ö

ç
ç
è

æ

++
=

x

x

x e

e

e
v

22 1
,

1

1
 

 ゆえに，求める速度ベクトルは ÷
÷
ø

ö

ç
ç
è

æ

++ s

s

s e

e

e 22 1
,

1

1  

(2) 

 

( )

( )

( ) ( )

( )22

2

2
1

22
3

22

2
1

2

2
1

2

2

2

2

1

112
2
1

1

1

1

1

x

x

xxx

x

x

x

e

e

eee

dt
dx

dx
ed

e
dt
d

edt
d

dt
dx

dt
d

dt
xd

+
-=

++×-=

+
=

+=

÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ

+
=

÷
ø
ö

ç
è
æ=

--

-

-

　　

　　

　　

　　

　　

 

 

2

22

2

2

2

2

dt
xde

dt
dxe

dt
xde

dt
dx

dt
dx

dx
de

dt
dx

dt
de

dt
dx

dt
de

dt
dxe

dt
d

dt
dy

dt
d

dt
yd

xx

x
x

x
x

x

+÷
ø
ö

ç
è
æ=

+=

÷
ø
ö

ç
è
æ+=

÷
ø
ö

ç
è
æ=

÷
ø
ö

ç
è
æ=

　　　

　　　

　　　

　　　

 



オリジナルスタンダード数学演習Ⅲ受験編を解いてみた       http://toitemita.sakura.ne.jp 

8 

( )

( )22

22

2

2

1

11
1

x

x

x

x
x

x
x

e

e

e

ee
e

e

+
=

ïþ

ï
ý
ü

ïî

ï
í
ì

+
-+

+
×=

　　　

　　　

 

 または 

 

( )

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )

( )22

22

3

2

22312

2
1

22
3

222
1

2

2
1

2

2
1

2

2

2

1

11

11

112
2
11

1

1

x

x

x

x

x

x

xxxx

xxxxxx

xx

xx

x

e

e

e

e
e
e

eeee

eeeeee

dt
dxee

dx
d

ee
dt
d

dt
dxe

dt
d

dt
dy

dt
d

dt
yd

+
=

+
-

+
=

+-+=

+
ïþ

ï
ý
ü

ïî

ï
í
ì

+×÷
ø
ö

ç
è
æ-×++=

÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ
+=

÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ
+=

÷
ø
ö

ç
è
æ=

÷
ø
ö

ç
è
æ=

--

---

-

-

　　

　　

　　

　　

　　

　　

　　

 

 よって，
( ) ( ) ÷

÷

ø

ö

ç
ç

è

æ

++
-=

2222

2

1
,

1 x

x

x

x

e

e

e

ea


 

 ゆえに，求める加速度ベクトルは
( ) ( ) ÷

÷

ø

ö

ç
ç

è

æ

++
-

2222

2

1
,

1 s

s

s

s

e

e

e

e  

(3) 

 ( ) ( )

( )32

2

2

22

2

22

2
2

1

11

x

x

x

x

x

x

e

e

e

e

e

e

+
=

ïþ

ï
ý
ü

ïî

ï
í
ì

+
+

ïþ

ï
ý
ü

ïî

ï
í
ì

+
-=

　　

a


 

 ここで， ( )
( )32

2

1 x

x

e

exf
+

= とすると， 



オリジナルスタンダード数学演習Ⅲ受験編を解いてみた       http://toitemita.sakura.ne.jp 

9 

 

( ) ( ) ( )
( )

( )
( )42

22

62

2222322

1

212

1

12312

x

xx

x

xxxxx

e

ee

e

eeeeexf

+

-
=

+

+××-+
=¢

　　　

 

 よって， ( )xf の増減表は次のようになる。 

 ( )
( ) ¯

-+¢

-

極大xf
xf

x

0
2

2log


 

 
2

2log
-=x Û

2
12 =xe より，

27
4

2
11

2
1

2
2log

3 =

÷
ø
ö

ç
è
æ +

=÷
ø
ö

ç
è
æ-f  

 ゆえに， a

の最大値は

9
32

2
2log

=÷
ø
ö

ç
è
æ-f  


